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Abstract—Spectral unmixing has proven to be a great tool for
the analysis of hyperspectral data, with linear mixing models
(LMMs) being the most used in the literature. Nevertheless, due
to the limitations of the LMMs to accurately describe the
multiple light scattering effects in multi and hyperspectral
imaging, new mixing models have emerged to describe nonlinear
interactions. In this paper, we propose a new nonlinear
unmixing algorithm based on a multilinear mixture model called
Non-linear Extended Blind Endmember and Abundance
Extraction (NEBEAE), which is an augmentation of a previously
proposed linear unmixing method established in the literature.
The results of this study show that proposed method decreases
the estimation errors of the spectral signatures and abundance
maps, as well as the execution time with respect the state of the
art methods.

Palabras  clave—Descomposicién espectral,
hiperespectarles, Modelo de Mezcla Multilineal.

Imagenes

1. INTRODUCCION

Las imagenes multi e hiperespectrales permiten la
caracterizacion de una escena a través de la luz capturada en
diferentes longitudes de onda. Ambas son herramientas
poderosas para identificar los componentes elementales que
constituyen la escena capturada y sus respectivas
contribuciones o abundancias [1]. Por lo tanto, este tipo de
imagenes se utiliza en distintas areas tales como el sensado
remoto, ciencias geoespaciales, ciencias planetarias,
ingenieria de alimentos, ingenieria biomédica y con fines
militares [2]. No obstante, identificar los componentes
presentes en una escena no es una tarea sencilla, por lo que
para interpretar la informacion presente en este tipo de
imagenes se utilizan algoritmos de descomposicion espectral,
los cuales permiten identificar los perfiles espectrales
(también llamados endmembers, miembros finales o
componentes espectrales) de los elementos presentes en la
escena y calcular sus correspondientes concentraciones de
abundancias para cada pixel en la imagen. Dada la naturaleza
de los materiales en la escena o el método de adquisicion de
la imagen, se pueden considerar distintos modelos que
describen la interaccion de los fotones con los elementos
presentes en la muestra a analizar hasta llegar a la camara [3].

El modelo de mezcla lineal (MML), asume que el
espectro medido es consecuencia de una interaccion lineal de
los componentes elementales presentes en la escena [4]. Sin

embargo, este acercamiento de primer orden resulta
insuficiente para describir correctamente las interacciones
mas complejas que realizan los fotones antes de incidir en la
camara [4], por lo tanto, es necesario recurrir a un modelo de
mezcla no lineal (MMN). Diversos modelos MMN se han
propuesto para solventar este problema, por ejemplo, el
modelo de Fan et al. [5], el modelo generalizado bilineal
(GBM, por sus siglas en inglés) [6], modelo de mezcla
polinomial post no-lineal (PPNM, por sus siglas en inglés)
[7], y el modelo de mezcla multilineal (MMM, por sus siglas
en inglés) [8]. En especial, el MMM puede tomarse como una
extension de PPNM y GBM al poder incluir todo tipo de
interacciones entre los perfiles, mas la ventaja de utilizar un
solo parametro para cuantificar el aporte no-lineal de la
interaccion oOptica por cada pixel.

En este trabajo, se propone una nueva metodologia para
abordar el problema de la descomposicion espectral con un
modelo MMM, pero con un enfoque ciego; es decir se
requieren estimar de forma simultdnea tantos componentes
espectrales elementales, sus abundancias y el nivel de
interaccion no-lineal por pixel. La propuesta de estimacion se
basa en el algoritmo de extraccion de abundancias y
componentes elementales ciego extendido (EBEAE, por sus
siglas en inglés) [9], al considerar interacciones multilineales,
nombrandolo por sus siglas en inglés Non-linear Extended
Endmember and Abundance Extraction NEBEAE). Desde el
punto de vista de la ingenieria biomédica, y en especifico de
aplicaciones de imagenologia médica con informacion multi
o hiperspectral [12], NEBEAE permitira una cuantificacion
mas precisa de las firmas espectrales de los componentes de
la muestra y sus contribuciones espaciales.

II. METODOLOGIA

A. Descripcion del Modelo

Primeramente, se asumen K mediciones vectoriales
positivas a través de L bandas espectrales de informacion:
z, € RE con k € [1,K] y asi como un modelo MMM [§]
para representar los datos observados:

z,=(1—-dy) Zﬁ:l Bk,n Pn +dy Zﬁzl Bk,n z, O pp + vy,
(1)



donde p,, € R” indica el n-esimo miembro final, By, = 0
representa su contribucion espacial en la k-ésima
observacion, el producto Hadamard esta representado por el
operador O , vy indica el vector de ruido asociado a la
medicion y finalmente d; € (—oo,1] define el nivel de
interaccion no lineal. Para evitar problemas de escalamiento
se normaliza el conjunto de mediciones Z = {z,, ..., Zx} para
que cada vector tenga solo elementos positivos y su suma sea
uno, por lo tanto:

Vi = Zi/wy, w2 1]z (2)
donde 1. describe un vector L-dimensional donde todos sus
elementos son 1. Ademas, se asumen miembros finales
normalizados y con suma a uno:

1/p,=1 Vne|[1N]. 4)

Sustituyendo (2) en (1), se obtiene la siguiente expresion:

Vie= A —=d) XN g Ay Pn + dig 0oy A Pr © Zg + Wy,
vk € [1,K], %)

donde wy, £ v /wy, Ay 2 Prn/wy y se define el vector

T o, S
o = [ak_l ak,n] para la condicion de normalizacion:

1{yk = (1 - dk) Eﬁ:l Ak n 1an
+d Yne1 U 1 (Pn O 23) + 1wy (6)

1y = (1= d) Zno1 Gen + dic =1 %en (P Zi)s (7)
asumiendo 1/ w,, ~ 0, y agrupando términos:
=1l = di + dilpp, Zid) @ £ 1. ()
Al definir el vector
6, =01-d)1ly+ Pz, )
sustituyendo (9) en (8), se debe cumplir
8 oy = ((1 —d) 1]+ dkz,IP) o =1 (10)

donde P = [py - py] € RL*N corresponde a la matriz de
componentes espectrales elementales. El modelo de
observacion se puede describir tomando la notacion vectorial
como:

Yi = —d)P oy +dp(Pay) Oz +wy (1)

Una vez obtenida una condicion de normalizacion con el
modelo MMM, se formula el problema de sintesis tomando
como base EBEAE [9]. De esta manera, se sustituye el
componente relacionado al error de estimacion, conservando

los elementos relacionados a la entropia normalizada de las
abundancias y el de similitud de los perfiles. Estableciendo el
problema de sintesis de la siguiente manera:

min | Lyk leO-doP e ) Ozl|*
K K2k k=1 BAE
{@r} =1 P{di}y=1 k
u P -
_§Z£=1”ak”2+§211¥=% ?I:n+1”pn_pj ”2' (12)

tal que:

a, >0 &6} a, =1,Vk € [1,K], (13)
p, =0 &17p, =1,vn€e[1,N], (14)
donde || - || indica la norma Euclidiana, p = 0y pu =0 son

hiper-parametros que regulan el peso en la entropia entre
abundancias y la similitud en los perfiles respectivamente.
Finalmente 9 es una variable de normalizacion cuyo valor es:
lenelcasoN=2y 9 £ 1+ ..+ (N— 1) para todo N>2.

El problema de optimizacion en (12) se puede resolver
mediante un algoritmo de descenso ciclico coordinado en
bloque (CCDA) [10], el cual nos permite separar la funcion
de costo en (12) en tres sub-problemas de optimizacion: i) las
abundancias normalizadas {a}X_;, ii) el indice de
interaccion no-lineal {d,}X_,, iii) la matriz de componentes
elementales P. Para solucionar estos subproblemas se emplea
en cada bloque un enfoque de optimizacion cuadratica
restringido, el cual consiste en fijar dos variables mientras se
optimiza la restante.

Para resolver el primer subproblema, se fijan los valores
de Py {d.}¥_,, con estas consideraciones se puede
reformular (12) y estimar de manera independientemente las
abundancias para cada k-observacion. Ademas, se agregan
multiplicadores de Lagrange para mantener las restricciones
de (13) y obtener los puntos criticos a través de igualar a cero
las derivadas parciales. Como primer paso, P se inicializa
mediante un algoritmo de estimacion de componentes
elementales, como por ejemplo el analisis de compontes del
vertex (VCA, por sus siglas en inglés) [11] y d;, = 0 Vk. El
segundo subproblema se aborda dejando fijo {a,}X_, y P,
dado que no se contemplan interacciones entre observaciones
en (12), se pueden calcular de manera independiente cada
nivel de interaccion no-lineal d, y se obtiene el optimé al
igualar el gradiente de la funcion de costo a cero. Como
ultimo paso se aplica una funcion de proyeccion para limitar
dj, € (—o0,1]. Finalmente, para atacar el tercer subproblema
se fijan {a,}X_, y{d,}X_,, enseguida para resolver la
funcion de costo resultante se toma una estrategia de
optimizacion por descenso de gradiente para actualizar la
matriz P, tomando el tamafio de paso obtenido a partir de
encontrar el Optimo por una busqueda lineal [10].

III. RESULTADOS

Para evaluar el desempeiio de NEBEAE se realizaron
pruebas de Monte Carlo con 30 realizaciones a partir de una
base de datos sintética, la cual simula imagenes
hiperespectrales de visible y cercano infrarrojo (VNIR, por
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sus siglas en inglés) de 60 pixeles x 60 pixeles con 129 bandas
espectrales. Los componentes elementales para generar la
base sintética se obtuvieron a partir de [12], simulando firmas
espectrales de tejido biologico. Las imagenes se construyeron
bajo un modelo MMM [8] a partir de cuatro componentes
elementales. El indice de interaccion no-lineal d se fijo en
0.5 con el objetivo de evaluar el desempefio de los algoritmos
en un escenario mas exigente que el originalmente propuesto
de 0.3 en [8]. Ademas, la evaluacion se realizé con distintos
niveles de relacion sefial a ruido para un componente
Gaussiano (SNR, por sus siglas en inglés), y relacion nivel
pico a ruido (PSNR, por sus siglas en inglés) asociado a un
componente de tipo de ruido sfot o Poisson.

Los indices de desempefio a evaluar se formularon con
respecto al error de estimacion de los datos (EE), error de
estimacion de los componentes elementales (ECE) y error en
estimacion de abundancias (EA). Aunado a lo anterior, se
tom6 en cuenta el tiempo de computo en segundos. Los
indices EE, ECE y EA se definen de la siguiente manera:

1Z-Z|lr

_
EE =z (15)
EA= min |la—a]|l, (16)
VacANaeEA
ECE=  min llp =2l (17
donde || || representa la norma Frobenius, Z y Z las

matrices de mediciones sin escalamiento real y estimada,
respectivamente, A y A denotan los conjuntos de los
renglones de las matrices de abundancias reales y estimadas,
respectivamente, por tltimo Py P los conjuntos de los
componentes elementales reales y estimados.

NEBEAE se comparo con tres metodologias dentro del
estado del arte. La primer metodologia a comparar es EBEAE
con los componentes elementales inicializados con VCA
[11]. La segunda metodologia nombrada MLM propuesta por
Q. Wei et al. en [13], la cual corresponde a un algoritmo de
descomposicion ciega [1], basado en MMM y con
inicializacion por VCA. La tercera metodologia nombrada G-
MLM propuesta por M. Li et al. en [14], la cual es un
algoritmo semisupervisado [1], basado en MMM y que utiliza
grafos regularizadores para mejorar la estimacion de
abundancias y las interacciones no-lineales. Ademas G-MLM
divide la imagen en superpixeles para reducir los tiempos de
computo. La estimacion de los componentes elementales se
realizd mediante VCA y para la asignacion de los super-
pixeles, se utiliz6 la funcion superpixels de Matlab. Las
implementaciones de todos los algoritmos se realizaron
usando Matlab 2018a y en una computadora con procesador
Intel Core i5 a 1.4 Ghz.

Las Tablas I a IV presentan el desempefio de los distintos
algoritmos a diferentes valores de SNR y PSNR tomando
como referencia valores en [9]. La Tabla I describe los
resultados con niveles de ruido mas bajos, es decir SNR de
60 dB y PSNR de 45 dB. Enseguida, los niveles de ruido van
aumentando en cada tabla, teniendo valores de SNR de 57.5
dB, 55 dB y 52.5 dB para las Tablas II, IIl y IV

respectivamente; y los valores de PSNR en la Tabla II, 11T y
IV tienen un valor de 42.5 dB, 40 dB y 37.5 dB
respectivamente. Los resultados tienen el formato de valor
medio + desviacion estandar (std), donde los wvalores
resaltados en azul indican el mejor desempefio por prueba. En
las Fig. 1 y 2, se muestran los resultados del céalculo de

abundancias a los distintos niveles

de ruido descritos
anteriormente tomados de una realizacién de Monte Carlo.

TABLA I
RESULTADOS DESCOMPOSICION ESPECTRAL SNR 60 dB Y PSNR 45 dB
EE EA ECE Tiempo (s)
EBEAE 0.0151 + 441+ 0.0020 + 0.87 +
0.0012 0.81 0.001 0.2
NEBEAE 0.0118 + 435+ 0.0017+ 4.89 +
0.0001 1.10 0.002 0.68
MLM 0.0155 £ 8.15+ 0.0037 + 1573 £
0.0061 223 0.002 13.8
G-MLM 0.3637 8.73 + 0.0035 + 353+
0.0060 1.23 0.002 30.9
 TABLATI
RESULTADOS DESCOMPOSICION ESPECTRAL SNR 57.5 dB Y PSNR 42.5 dB
EE EA ECE Tiempo (s)
EBEAE 0.0201 + 4.06 + 0.0020 + 0.51+
0.001 0.74 0.0018 0.12
NEBEAE 0.0200 + 428 + 0.0018 + 41381+
0.001 0.62 0.0005 1.24
MLM 0.0215+ 8.40 + 0.0018 + 16.57 +
0.0004 0.43 0.0003 11.35
G-MLM 0.3639 + 9.06 + 0.0025 + 46.20 +
0.0045 0.85 0.0005 39.19
TABLAIII
RESULTADOS DESCOMPOSICION ESPECTRAL SNR 55 dB Y PSNR 40 dB
EE EA ECE Tiempo (s)
EBEAE 0.0358 + 571+ 0.0031 + 051+
0.004 0.087 0.0016 0.1
NEBEAE 0.0348 + 537+ 0.0020+ 277+
0.0002 1.04 0.01 0.85
MLM 0.0357 + 8.36 + 0.0019 + 10.51
0.0003 0.47 0.0006 3.2
G-MLM 0.3661 £ 8.88 + 0.0022 + 54.1
0.0081 0.70 0.0002 11.0
TABLAIV
RESULTADOS DESCOMPOSICION ESPECTRAL SNR 52.5 dB Y PSNR 37.5 dB
EE EA ECE Tiempo (s)
EBEAE 0.0630 + 738+ 0.0037 + 036+
0.002 0.43 0.0012 0.11
NEBEAE 0.0614 + 7.22+£0.92 0.0024+ 2.09 +0.39
0.001 0.0010
MLM 0.6240 + 9.00 + 0.0025 + 15.82+
0.0017 1.1 0.0005 52
G-MLM 0.3640 + 8.91+0.73 0.0026+ 575+
0.0073 0.0011 7.4

IV. DISCUSION

Al observar las Tablas I-1V, lo primero que destaca es
que la estimacion mediante EBEAE genera un resultado
sumamente rapido. Sin embargo, NEBEAE reduce
drasticamente los tiempos de computo en comparacion de
MLM y G-MLM, que son algoritmos también basados en el
modelo MMM. En cuanto a los demas indices de desempeiio,
NEBEAE presenta en todos los casos el mejor desempefio en
EE, y con respecto a EA y ECE se obtiene el mejor
desempeiio en tres de las cuatro pruebas.
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Fig. 1. Mapas de abundancias a partir de una realizacion de Monte Carlo
aplicado la imagen sintética para diferentes pares (SNR/PSNR), a) (60,45)
dB, y (b) (57.5,42.5) dB.

Abundancias Originales Abundancias Originales

Abundancias estimadas a partir de EBEAE Abundancias estimadas a partir de EBEAE

Abundancias a partir de NEBEAE Abundancias a partir de NEBEAE

Abundancias a partir de MLM Abundancias a partir do_MLM

Abundancias estimadas por G-MLM Abundancias estimadas por G-MLM
5 e -

(a) (b)
Fig. 2. Mapas de abundancias a partir de una realizacion de Monte Carlo
aplicado la imagen sintética para diferentes pares (SNR/PSNR), a) (55,40)
dB, y (b) (52.5,37.5) dB.

Al comparar los distintos mapas de abundancias de las
Fig. 1 y 2 se puede observar que en todos los casos los mapas
se distorsionan conforme el nivel de ruido aumenta, llegando
a perder considerablemente la aportacion de un componente
elemental en el caso del mayor nivel de ruido. También se
observa que el resto de los mapas obtenidos por NEBEAE son
similares a los obtenidos por los distintos algoritmos
presentes en la literatura, pero como se muestra en el indice
EA en Tablas I a IV, con mejor precision en la estimacion en
promedio.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se presento la validacion sintética de un
algortimo de descomposicion ciega no lineal basado en el
modelo de mezcla multilineal, lo cual permite tomar en
cuenta distintos niveles de interacciones entre componentes
elementales bajo un unico parametro. Ademas al ser una
extension del algoritmo EBEAE hereda sus ventajas como el
espacio reducido de busqueda al contar con abundancias
normalizadas y el adicionar términos para tomar en
consideracion la entropia entre abundancias y similitud entre
perfiles. Los resultados obtenidos de la evaluacion de Monte
Carlo demostraron que este método propuesto presenta
mejoria respecto a las estimaciones de los componentes
elementales, abundancias y reconstruccion de los datos. Tal
como se esperaba, los tiempos de ejecucion de NEBEAE no
lograron superar los producidos por EBEAE sin embargo, se
logré reducir de manera considerable los tiempos de

ejecucion con respecto los algortimos de comparacion
presentes en la literatura que se basan en el modelo de mezcla
multi-lineal.

Algunas apliciones biomédicas de la descomposicion
espectral son: el andlisis quimiométrico en muestras de
cavidad oral apartir de imdagenes hiperespectrales de
microscopia de tiempo de vida de imagen fluorescente [9]; la
identificacion de macréfagos en muestras de arterias post-
mortem a partir de imagenes de tomografia de coherencia
optica [9]; y la clasificacion de tejido cerebral in vivo e
identificacion de tumores a partir de imagenes tipo VNIR [9]
[12]. No obstante, estas aplicaciones se han basado
unicamente en MML, por lo que un acercamiento no-lineal
como lo es NEBEAE podria dar mejores estimaciones y el
componente de interaccion no lineal brinda informacion
adicional de las interacciones opticas presentes en cada
aplicacion particular.
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